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Abstract
Thispapertreatsamodetheoryofradiowavepropagationinaninhomogeneousatmosphere
whoserefractivindexvariesarbitrarilyw三ththeheightabovethesurfaceoftheearth.
InthePartII,useismadeo正theW.K.B.methodandarbitraryN・profilesapproximated
byjointedl輌nearsegmentsaredealtwith.Catculatedcurvesofheightgainaregivenfor
severa董modelsofN・pro制esconsidered.
1ま えがき
前回の論文ωでは,高 さ方向に対 して任意の屈折率
分布をもつ不均一大気 内の電波伝搬について一般的な
理論展開をおこない,不 均一・大気の一例 として,屈 折
率分布が放物線形をしている場合の数値計算 をおこな
った。本論文では,前 回得 られ た一般的な理.論式 をさ
らに数値計算に便利な形 に変形し,高 さXの 任意な関
数形で導入 された屈折率 プロフィルを折れ線で近似す
る(2)ことに よリ一般式 を導び くことを試み る。
方法 としては,前 回 と同様に,大 地を平面化して取
り扱かい③,波 動方程式の解を留数級数で表示する通
常の方法(りを採用する。 さらに,固 有関数を求めるた
めに一般的なW.K.B.法(5)を用いる。したがって,
屈折率の変化が非常に大きい場合,見 通 し内で送受信
高が非常に高い場合はあま りよい近似 を与 えないこと
が予測され る。
最後に,折 れ線状屈折率プ ロフィル のモデル をい く
っか設定し,得 られた理論式 を使 って,固 有値および
heightga三nfunctionの数値計算をお こなう。入手可
能なデータとして,Furryによる理論計算の結果(6)を
採用 し,こ れ をbilinearprofilemodelの計算結果 と
比較 してみる と両者はかな りよく一致することが認め
られた。
2波 動方程式の解
平面大地近似法(3)を用 い,地表面を円筒座標の1'e面
とし,鉛 直上向 きを之軸の正方向にとる。 さらに,送
受信点の座標 をそれぞれ(0,0,■の,(r,e,めとす
る と,屈折率 ♂」がZだ けの関数であるような不均一媒
質内での波動関数 ψは
お コ
ψ=i2ff差s2ΣHe(1)(ksl・S/1=}=2ζ;;)・
m=1
堕(.fle,ζη↓)・〃1(2,ζ皿)
ttl(・・9・)・[妾{・(ζ)'Ui(O,ζ)一・1ノ(・・ζ)}]
ζ=ζ仇
… …{1)
となるm。 ここで,π1ぴ,ζ)は一次元の波動方程式
農+2k・ ・{Nω 一ζ}・'一・ … …{・}
の解,ζ,花は超越方程式
τ(ζ)・u1(0,ζ)一πぱ(0,ζ)==O・ ・…{3)
の 根(固 有 値)で あ る 。 た だ し,π1ノ(O,ζ)は
£輌 ζ)1…を翻 し,ζの関数 ・(ζ)睡直および
水平の偏波に対してそれぞれ
(199)
・(ζ)一－iks㈲2v㈲2-・一・ζ
(垂直偏波)… …(4a)
一 ーik・('ke
、濡)2-・ 一 ・ζ
(水平 偏波)… …(4b)
で ある。 また,馬 お よび 麗 は それ ぞれ大気 お よび地
球 の地表面 での伝搬定数 で あ り,N(X)は 地表面 を基
準 とした任意 の高 さ2に お ける大 気の屈折率ns(Z)と
ns(2)=1十ハ7(z)・ …一一15)
の 関係 を もつ修正屈折率 で ある。以下,MKS単 位系
を用 いる こ ととし,ま た,時 間 因子exp(-itat)は省
略 して考 える。 したが って,こ れ を補 なえば,
ltl(Z,ζ),fe2(2,ζ)はそれ ぞれ π→O。で正 お よび負 の
'
方 向に進 む進行波 を表わす。
N(z)がxの 一般 的 な関数であ る場 合,式 【2}を解 い
て関数Ul(Z,ζ),te2(Z,ζ)を厳 密 に求 め る方法 は知 ら
れ ていない。 そこで,W.K.B.法に よって近似 解 を求
め る と
　
tt1(・ζ)-5"1/4exp(i・v)・二 百 ≦a「gη ≦ π
・・・…(6a)
一・・-1・e・p(・π一ε一
4)…(・・一三)
・≦・… ≦§ ・ ……(6b)
　
lt・(・・ζ)-s『1Aexp(-iw)・一 ・≦a「gη≦ 百
… …(7a)
一・・-1・exp(・/Lt
4)・s(脚 号)
・一…(7b)一 § ・≦ ・・g・≦ 一 ・
と な る(1)。た だ し
s(x)=2え:{N(z)一ζ}
w(・)=∫i
。s…dz
・一㈲213・(蔑し.、。)1/3・(・一 ・)
… …{8)
・・・… 〔9)
… … 口①
であ リ,20はsのゼロ点 を表わすもの とする。また,
この近似が成立するためには考えている領域において
i¥"1<1・1割く1・ …・・an
であることが必要である(5)。
上記の近似解はSの ゼロ点が20ただ一つであ る と
仮定して求めたものであるが,一 般には,Sの ゼロ点
は一つ とはかぎらない。しかし,あ る高さ 以 上 で は
Ni(Z)は高さに関係しな くなることが知 られているの
で,解 に寄与するのは地表面から1V㊤)D9-一定 になる
高さまでの屈折率プ・フ・・レおよび 隈2)ト であ
ると考えられる。そこで,N(Z)の変化があま り急激
でないかぎり,近似的には,Sの ゼ ロ点 としてNt(2)
カミ一定 になる高さ以上 のところのゼロ点を考 えれば十
分であろ う。以下この ような近似が許 され るものとし
て議論を進める。
次にmode方程式{3}を解いて固有値 ζmを求 めるこ
とを考える。なお,ll!(0,ζ)はηの偏角に よ っ て 式
(6a)および(6b)の2つの形をとるが,固 有値は後者
によって与えられるものと仮定す る。
式{3}に式(6b)を代入 し,式 例 を考慮する と,固 有
値を決定するmode方程式は
・an{w(・)ナ}÷ ・-ll・(・)・(ζ)一・ … …U・)
と書 きかえられる。 この式 を厳密に解いて ζ・几を求め
ることは非常に困難であるから,初(め が特異点を持
たないことを考慮し,式 囮の左辺第2項 の大きさが1
より大きいか小さいかによって,そ れぞれ第1近 似に
おいて,無 限大またはゼ ロであるとし,mode方程式
を
w(・)一(-2--m)・・1・-1ノ・(・)・・(ζ)1≧・
… …(13a)
w(・)一(÷ 一 ・it)・・1・一!1・(・)・(ζ)1<・
・・・…(13b)
と近似 す る。 こ こで
12t=0,1,2,・・・…
で ある。当然 の ことで あ るがIs-in(0)・τ(ζ)1=1のと
ころでは式倒 はあま りよい近 似を与 えないので,
Newton近似等 を用 いて近似度 を高 める必要 があ る。
なお,式(13a)お よび(13b)は,地球 を完全 導体 と仮
定すれ ば,水 平偏波 お よび垂 直偏波 に対 して式岡 か ら
厳 密に導 びかれ る。
3相 対電 界強度の計算
自由空間 値に対 す る相対 電界強 度Fは
F=rexp(-ikolうψ ・・・…114
と表わ され る(7)ので,式{1)に式(6a)または(6b)を用
いれば相対 電 界強度Fを 求 め るこ とがで きる。た だ し,
koは自由空間 におけ る伝搬 定数 であ る。一般 に,
k…ksと考え52・・ また1ぽ)2謝>1ζ1と みられ
るので,式(4}からわか るよ うに,τ(ζ)はζに ほ とん ど
関 係 しな い㈹ 。 したが って,こ の こ とを考慮 す る と,
式(1;は式{3)の関係か ら
エ
ψ=輌2π±32ΣHoω(密8ヂV1十2ζm)'
抗=1
Ul(z,ζm)・ttl(Zz,ζ冊)
・1'(・・ζ !慌'・1(・ζ)!。、。一〃1(輌 艮 町'(⑮]、.、疏
(200)
… …倒
とな る。そ こで,Hankelfunctionの漸近 展開 を用 い,
さらに若 干の近 似 をお こな うと,Pは 式(13a)および
(13b)に対応 してそれぞれ
F=2ks∨晒 嚇)嵩 頑 硫 痴蒜 ㌶ 韓織 三
=ぷ 蜘 蝿)蕊 輌 硫)'蕊篭 撒 凱
.
◆・・…(16a>
・・一 ・・(16b)
となる。ただし,式(13a)の解 と式(13b)の解 とを区
別するために,両 者をそれぞれ ζ九,ζ・で表わ してあ
る。 さらに,若 干の近似をお こなえば,
酷 ∀嫡 蝿) h;le・・('k・rCh)二緩 檸ii二
二蜘 緬 叫 号)主頃 醐 二凝 ■ll曇鞘
・・… 叉17a)
……(17b)
と表わせる。なお,以 下の計算では便宜上式(17a)の
み を取 り扱か うが(17b)についてもほとんど同様であ
る。
4屈 折率プロフdル の折れ線近似
屈折率プ ロフィルが任意の形状 をしている場合,式
{9)の積分
・・② 一∫i
,[2k・2{胸一ζ}]…d・ 一 個
を求めることは,N(Z)が特別 な関数形である場合の
ほか,一 般には非常に困難である。そこで,屈 折率プ
ロフィルを折れ線で近似 して(2)積分の評価をおこな う。
まず,後 の数値計算に便利なように,
z=(2密s2γo)-1/3Z・ 一…ag)
r=(÷k・r・ゲ ∫3R－ 朝
の関係によって,実 際の高さ9お よび距離rを 無次元
の高 さZお よび距離Rに 変換する《6x8)。ただし,
re－弓!溶)1、.e。 … …el)
で あ る。 さ らに,
N(・)イ欝 当z)
ζ一(雲門
とお くと,季日射電界強度 ・Fは式(17a)から
　2ぼ鴫)意⌒ ㍗ 艦 齢;鷲
.
……㈱
……㈱
・・・…{却
と表わ され る。 ここに,U,(Z,ξ)は方程式
響+m-・
の解 であ リ,式(6a),(6b)に対応 して
u・(z,e)=Y-i/`・xp(鵡w⇒・
一丁 ≦・rgH・{;・
… …{25)
・・"・・(26a)
一一・Y-1・1…(一・{Z)…(∫;
。y…dZ-÷)
・≦・・gH≦吾 ・ …・・くas・)
の 形 を と る 。 た だ し,'
y〔z)==v(z)一ξ ・・・… 口η
H－㈲2/3《砦 ▲)巾(Z-Za)一 働
であ リ,Zoはy(Z)の ゼ ロ点 で ある。 また,ξhは 変
換 されたmode方程式
1:.γ1!2(lz-一(皇+り"一眠z・ …一 …?9>
の 解 で あ り,、te1(2、ζ)とU,(Z,ξ)と の 間 に は
Ul(x,ζ)=(2ks2re)『li6ころ(Z,ξ)・ ・・…0鋤
の 関 係 が あ る 。 さ ら に,heightgainfunctionを
G(z)=蝿)(竃監 蹴
……B1)
で定義すれば,Fは
F-・VfR・xp(.π'-4)嵩・・p(iξhR)・G(Z)・G(Zt)
.,… …132
と表 わす こ とが で きる。
ここで,屈 折率 プ ロフィル を図1の よ うにM個 の直 二
(201)
線線分を接続したもので近似すると,mode方積 載9
は
曇(∫B二、γL1ノ・d2う+(量+h)π一〇 ・・…・(31
と書 き換 え られ る。 こ こに,
YL=Σ{rj(Df-Dノー,)}一ξ ……閲
.」=1
であ り,Djは下方か ら」番 目と(豆十1)番目の線分の
結 び目の高さ,γ」はDゴー1とDノとの間の線分の勾配
を表わす もの とする。 さらにまた,
としてあ る。
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同様 にして,式(26a),(26b)に含 まれている積分
は
∫;oYlt2`7z-」ξ1(∫B:_,yLll2dZi)+(…}+ゐ)π
……{謝
と書 ける。したがって,式 闘によって固有健 在 を求
め,式B6}を用いれば,式(26a),(26b)および式畑か
らheightgainfunctiQnカζ求ま り,式恒によって自
由空間値に対する相対電界強度Fが 計算 される。
ところで,こ のように屈折率 プロフィル を折れ線に
よって近似すると,各結び 目においてU,(Z,ξ)の連
続性は満足されているが 〔ろ'(ちξ)の連続性は満たさ
れない。しかしこのことは,後 の数値計算の結果か ら
わかるように,線 分の長 さをある程度短かくすること,
および隣接 した線分間の勾配の比を1に 近ずけること,
等 によって無視することができる。
5数 値計算
折 れ線状 屈折率 プ ロフィルの モデノレをい くつか考 え,
そ の個有値 お よびheightgainfunctionにっい て数
値 計算 を試 みた。 なお,計 算 はす べて第1項(h==O)
につ い てのみお こな った。・そ の結 果 の概 要はつ ぎの通
りで あ る。
(i)Bilinearpr・fi,le
まず,Furryによってお こなわれ た理論 計算(6)と比
較 す るため に,図2の よ うなbilinearprofileについ
て数 値計算 をお こな った。 図3はrl/γ2=・-1.0の場
合 のD,の 変化 に対 する個有 値 ξ・,1図4はD,=・1・0の
場合 のrl/r2の変 化 に対 す る ξoの値で ある。図 にお い
て,実 線 は云U謡か ら求 めた値,点 線 はFurlyに よる
式[507](6)を級数 展開 に よる近 似 をお こなわな いで 直
接Newton近 似 を用い て解い た値 で ある。 いずれ も
相対 誤差 を10-4にとって あ る。
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この結果 か ら,か な り大 胆 な近 似 言捨藁であ るに もか
かわ らず,D,が1.0程 度か それ以下 の大 き さで あれ
ば,-1・O≦ri/r2≦2・0の範 囲にわ た って,両 者 の一
致 は かな りよい こ とがわか る。
また,図5お よび図6の 実線 はそれ ぞれ
ri/γ2=-1.0,D,=:1.37およびr!/r2=-1.O,D,・=
1・93として式i31}から求 めたheightgainfunction
の 曲線 であ り,比 較 のた めFurryの 結果(6)を点線 で
示 してある。 両者聞 の全体 的 レベ ルの違 い はheight
gainfunctionの定義 が異 な るか らで あ り,Zが 大 き
くな るにつれ て レベル差 が大 き くな ってい るの は個有
値 虚数 部 の誤差 に よる もので ある。 し たが って,D,
お よび γ1/r2の値が先 に述 べた よ うな範 囲 にあれ ば,
この差 異 はそれ ほ ど問題 とな らない であろ う。
これ らの こ とか ら,trilinearまたはそれ 以上 の数 の
直線 線 分か らな るprofiteの場 合 も,各 線 分 の長 さ を
1・0以下 とし,隣 接 する線 分間 の勾配 の比 を1・0に近
ず けれ ば,か な りよい近 似 が得 られ るもの と思 われ る。
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(ii)Trilinearprof三le
図7の よ うなtrilinearpro制eに 対 す る 固 有 値 を
式 斑 か ら 求 め,heightgainfunctionの計 算 を お こ な
っ て 図8の 結 果 が 得 ら れ た 。
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(ili)Quadrilinearprofile
図9の よ うなprofileに対 し てheightgainfunction
を 計 算 す る と 図10の よ う に な っ た 。
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任意形状の修正屈折率分布 をもつ大気中での伝搬 を
取 り扱か うために,本 論では屈折率profileを折れ線
で近似 し《2),W・K・B・法(5)を用いて波動方程式を解 く
ことによって受信電界を与える基本式 を尊びいた。式
の誘導 を簡単にす るため相 当大きな近似をおこなった
に もかかわらず,得 られた数値計算の結果はductに
よるtrapping等の物理現象をよく説明し,Furryが
b三linearprofileにっいて計算 した結果㈹ とかな りよ
く一－stしている。 また,前 述のprofleの接続点での'
ζろ'(葛ξ)の連続性もあ ま り問題にな らないことがわ
か った。しかし,高 さに対 する屈折率の変化が非常に
大 きい場合には,y(Z)のゼロ点(Zo)が最初 に仮定
した存在範 囲か らはずれ るために,近 似度はわる くな
る。これ らのこ とか ら,こ の方法は,profileが任意
ではあるがあま り大き く変化しない場合に対 して有力
な解法であると思われ る。
最後に,常 に御指導 と御鞭　 を賜 わった明治大学工
学部築地整教授 に謝意 を表わす。
また,本 研究の数値計算は明治大学計算センターの
OKITAC-5090によつてお こなったものである。
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